D-MATH Analysis |: one Variable ETH Zirich
Prof. Alessio Figalli Losungen 8 HS 2025

Aufgabe 1. Sei X eine Menge und A C P(X) eine Familie von Teilmengen von X.
Zeigen Sie die De-Morgan-Gesetze fiir Vereinigungen und Schnitte von Mengen:
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Losung. Sei X eine Menge und A C P(X) eine Familie von Teilmengen von X. Wir
werden die beiden De-Morgan-Gesetze beweisen.

a) Sei x € X beliebig.
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Damit gehort jedes Element der linken Seite auch zur rechten Seite und
umgekehrt, also sind die beiden Mengen gleich.

b) Wieder sei x € X beliebig.

() = e

AeA

es existiert A€ Amitx ¢ A

es existiert A € A mit z € A

T € U A°.

AcA
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Folglich sind beide Seiten gleich.
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Aufgabe 2. (Multiple Choice) Betrachten Sie die Menge

o 1
B_nL:J2 [0,1—n],

die aus einer abzéhlbaren Vereinigung abgeschlossener Intervalle besteht. Welche der
folgenden Aussagen sind wahr?

a) B ist eine offene Menge.

b) B ist eine abgeschlossene Menge.

c) B ist ein beschrénktes Intervall.

d) B ist ein unbeschréinktes Intervall.

Losung. Wir haben
[e.e] 1
B = 1—-—|=][0,1
Yloa-z] oo

was bedeutet, dass Aussage ¢) wahr ist und a), b) sowie d) falsch sind.

Aufgabe 3. Sei (z,)5% eine beschriankte Folge in R, und sei £ C R die Menge der
Héufungspunkte von (z,,)02 . Zeigen Sie, dass

lim sup x,, = max(FE), lim inf x,, = min(E).
n—00 n—0o0

Losung. Sei (zy,)n>0 eine beschrankte reelle Folge und sei £ C R die Menge ihrer
H&aufungspunkte. Es gilt

limsup z,, = lim (Su x ) =:5 liminf z,, = lim (infx ) =: 1.
n_,oop " i k>g k ’ n—oo " 500 \ g>n b

Da (z,,) beschrankt ist, sind auch die Supremums- und Infimumfolgen beschrinkt,
also gilt s, € R. Nach Korollar 2.112 ist E # (). Wir zeigen, dass E ein Maximum
und ein Minimum besitzt und dass s = max(F) und ¢ = min(F) gilt.

Schritt 1: s € E. Sei € > 0 beliebig. Nach der Definition von s = lim supy,, T
existiert ein IV, so dass fiir alle n > N

suprp < s+ e.
k>n

Insbesondere gilt xp < s+ ¢ fiir alle hinreichend grofien k.
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AuBerdem folgt aus der Definition des Limes der Supremumsfolge, dass es fiir jedes m
ein n,, gibt mit

sup T > S — ~.

k>nm m
Daher kann man k,, > n,, so wéhlen, dass z,, > s — % gilt. Die Indizes k,, kénnen
streng wachsend gewéhlt werden, und somit gilt

5—%<:L’k < s+ ¢ fir grole m.

m

Also konvergiert xy,, — s, das heifit, s ist ein Haufungspunkt und somit s € E.

Schritt 2: y€ E = y <s. Sei y € E. Dann existiert eine Teilfolge x,,; — y. Fir
jedes n gilt supy>, T > Tn,;, sobald n; > n. Lasst man j — oo und danach n — oo
gehen, erhilt man s = lim, sup;>,, zr > y. Damit ist jeder Haufungspunkt kleiner
oder gleich s. -

Aus den Schritten 1 und 2 folgt s = max(FE).

Schritt 3: i = min(E). Der Beweis verlduft analog. Mit ¢ = lim,, inf>, x5 gilt
fiir jedes € > 0, dass es unendlich viele £ mit x; < ¢ + ¢ gibt und fiir hinreichend
grofle k auch z; > i —e. W&hlt man k,, mit x;, <@+ %, so folgt =y, — 7, also
i€ B Ist y € E mit zy,;, — y, so gilt infy>, xp < T, fir n; > n, also folgt
i = lim,, infg>, x5 <y. Daher ist i = min(E).

Aufgabe 4. Finden Sie ein Beispiel einer stetigen Funktion f: R — R, so dass der
Grenzwert der Folge (f(n))>2, existiert, aber der Grenzwert Jim f (x) nicht existiert.

Interpretieren Sie dies im Hinblick auf Lemma 3.57 und die folgende Frage: Fiir eine
reelle Zahl A, wie tibersetzt man die Aussage

lim f(x)=A

T—00
korrekt in eine Aussage iiber Konvergenz von Folgen?

Hinweis: Aufgabe 7 des Ubungsblatts 5 konnte als Inspiration fiir ein Gegenbeispiel
dienen.

Losung. Sei f: R — R geben durch f(z) = ]ing |z — k|. Es ist aber f(n) = 0 und
€
f(n+ %) =3 fiir alle n € Z. Der Grenzwert le f(z) existiert also nicht.
xT o0

Die Korrekte Ubersetzung lautet: Fiir eine reelle Zahl A sind die Aussagen
1. xh_)ngof(x) =A
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2. Fir jede Folge reeller Zahlen (x,,)52, mit Jim 2, = oo gilt lim. flzn) =A

dquivalent. Der Beweis ist analog zum Beweis von Theorem 3.26 wobei wir statt
Folgen mit Grenzwerten £ € R nun Folgen nehmen die gegen co streben.

Aufgabe 5. Untersuchen Sie die punktweise und gleichméflige Konvergenz der
folgenden Funktionenfolgen:

a) fo(x)= Yz, x>0n2>1,

b) fale) =%, @>0n>1,
c) folz) = e’ zeRn>1,
d) falz)=5—, zeRn>1

Losung. Wir untersuchen die punktweise und gleichméflige Konvergenz der Funktio-
nenfolgen.

a) fo(x) =z'/" auf (0, 0).

Fiir jedes feste x > 0 gilt

lim 2'/" = 1,
n—oo

also konvergiert f,, punktweise gegen f =1 auf (0, c0).

GleichméBige Konvergenz auf (0,00) liegt jedoch nicht vor. Tatséchlich gilt fiir jedes
feste n:

sup |#¥/™ — 1| = oo,

>0

1/n

da /™ — oo fiir x — oo. Somit wird die Differenz auch fiir grofle n nicht beliebig

klein.

xT

b) fulx) = = auf (0,50).

Betrachten wir die punktweise Konvergenz: Fir 0 < x < 1 gilt 2 — 0 und somit
fn(z) = 4o0; fiir x =1 gilt f,(1) = e; fur > 1 gilt 2™ — oo und daher f,(x) — 0.
Es existiert also kein punktweiser Grenzwert als reellwertige Funktion auf (0, 00).
Da kein punktweiser Grenzwert existiert, kann auch keine gleichméflige Konvergenz
vorliegen.

c) fu(z) = e " auf R.
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Fiir jedes x € R gilt
fule) — @)= {0 70
n(x x) =
0, =#0,

das heiflt, der punktweise Grenzwert f ist an der Stelle x = 0 unstetig.

Es liegt keine gleichméflige Konvergenz auf R vor:

sup | fn(z) — f(z)| = sup e = 1,
zeR #£0

da e * 1 fiir z — 0 gilt.

7%332

d) fo(z) = c - auf R.

Punktweise gilt f,(z) — 0 fiir jedes . Aulerdem gilt

7nx2

e 1
su )| = su < —
Sup |fn ()] = sup —— < = T

0,
also konvergiert f,, gleichmdfig auf ganz R gegen 0.

Aufgabe 6. Uberpriifen Sie, ob die folgenden Reihen konvergieren oder gegen +oco
divergieren. Berechnen Sie den Wert der Reihen im Fall der Konvergenz.

= n = log(2™)
(a) ;n4+n2+1 (b); en

Losung.
(a) Die Reihe konvergiert: Wir konnen abschétzen:

n n 1

[ G
n*+n2+1 " nt nd
und Y o2, % konvergiert. Mit dem Majorantenkriterium konvergiert auch

oo n
n=0 nf4in241-

Der Grenzwert: Wir wollen die Partialsummen berechnen. Beachte, dass der
Nenner umgeschrieben werden kann als

ntn?+1=m2+12-n2=02+1-n)(n®+1+n).
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Ausserdem ist

n n 1/2 1/2

2+l 2+ 1l-n)n2+1l+n) @mE+1-n) m2+1+n)

Wenn wir a,, = % setzen, ist
n JR—
ntyn2q1 Tl
Darum ist die Partialsumme
N N
n 1 1/2
_— = Ay — Q =qp—a == ——
Im Grenzwert N — oo bekommen wir
& 1

ZL_,
nt4+n2+1 2

n=0

(b) Wir schreiben zuerst um:

n=1 e” n=1 er
Die letztere Reihe konvergiert: Der Quotient der Glieder der Folge gegeben

durch a, = Z ist

any1 _ ntle” n+1

Y

a,  entl n en
welcher Grenzwert é < 1 hat. Nach dem Quotientenkriterium konvergiert die
Reihe >0 | &

n=1 en-

Der Grenzwert: Wir setzen S =Y o ; 2. Dann haben wir

n=1 en
X n X n+1 X n > 1 1
eS=) ST = T T wm Tl St T
n=1 n=0 n=0 n=0 e

Also ist (e —1)S = 4. Wir schliessen

i log(2")  log(2)e

= en - (e—1)%



D-MATH Analysis |: one Variable ETH Zirich
Prof. Alessio Figalli Losungen 8 HS 2025

Aufgabe 7. Die hyperbolische Sinusfunktion und der hyperbolische Kosinus
sind durch die Potenzreihen definiert:

i 22k+1 i 22k
sinh(z) = —_ cosh(z) = .
= 2k +1)! = (2k)!

Beweisen Sie, dass die Identitét
cosh?(z) — sinh?(z) = 1 VzeR

gilt.

Losung. Nach der Potenzreihendarstellung der Exponentialfunktion gilt

z = _— d - == .
e r;) 5 e ng;‘o .

Teilt man jede dieser Reihen in gerade und ungerade Glieder auf, so erhélt man

0o 2k 00 $2k+1
T = —_— = h inh
e ’;) 2k +];) 2k + 1) coshx + sinh z,

$2k 0 $2k+1

o
e’ = — —— =coshz —sinhz.
kz:% (2k)! = (2k + 1)!

(Diese Umformungen sind zuléssig, da die Potenzreihen fir alle x € R absolut
konvergieren.)

Daraus folgt

cosh? z — sinh? 2 = (cosh z 4 sinh x)(cosh z — sinhx) = ¢® e~ = 1 VzeR.

Aufgabe 8. (Schwer) Sei f: R — R eine Funktion, die die Cauchy’sche Funktional-
gleichung erfiillt:

flx+y) = flx)+ f(y), firallez,yeR.

a) Angenommen, f ist iiberall stetig und erfiillt die Cauchy-Gleichung. Zeigen Sie,
dass f(z) = az fir eine Konstante a € R gilt.

Hinweis: Zeigen Sie zunéchst, dass f(x) = ax fur alle z € Q gilt.

b) Angenommen, f ist in 0 stetig und erfiillt die Cauchy-Gleichung. Zeigen Sie,
dass f auf ganz R stetig ist.
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Losung. Sei f : R — R eine Funktion, die die Cauchy’sche Funktionalgleichung
erfilllt: f(z +vy) = f(z)+ f(y) fir alle z,y € R.

a)

Angenommen, f ist auf R stetig.

Zunéchst gilt

f(0)=f(0+0)=f(0)+f(0) = f(0)=0,

und fiir jedes n € N erhalten wir

Fln) = flg-t o ta) = f@) o+ f@) = n f(@)

n-mal n-mal

Fir n € N folgt auBerdem f(—z) = —f(z), da 0 = f(0) = f(z + (—x)) =
f(z)+ f(—=z), also gilt fur n € Z:

f(nx) =n f(z).

Setze a := f(1). Fiir jedes m € Z gilt dann f(m) = ma. Falls ¢ = 7' € Q mit
n > 1, so gilt

nf(")=1(n- ") =) =ma = flo) ="a=as.

Somit gilt f(q) = aq fir alle rationalen q.

Sei nun x € R beliebig. Wihle eine Folge rationaler Zahlen (gqx) mit g, — .
Durch die Stetigkeit von f und die Dichtheit der rationalen Zahlen in R (Korollar
2.60) gilt
f(z) = lim f(gx) = lim aqy =awx.
k—o0 k—o0

Daraus folgt f(x) = ax fur alle z € R.

Angenommen, f ist in 0 stetig. Aus der Cauchy-Gleichung wissen wir bereits,
dass f(0) =0 gilt. Sei z € R und h — 0. Mit der Additivitdt von f folgt

f@+h) = f(x) = f(2) + f(h) = f(z) = f(h) — f(0) =0,

h—0

da f in O stetig ist. Somit gilt limy,_ f(z + h) = f(z), das heifit, f ist in =
stetig. Da x beliebig war, ist f auf ganz R stetig.



