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Aufgabe 1. Sei X eine Menge und A ⊆ P(X) eine Familie von Teilmengen von X.
Zeigen Sie die De-Morgan-Gesetze für Vereinigungen und Schnitte von Mengen:

a) ( ⋃
A∈A

A

)c

=
⋂

A∈A
Ac

b) ( ⋂
A∈A

A

)c

=
⋃

A∈A
Ac

Lösung. Sei X eine Menge und A ⊆ P(X) eine Familie von Teilmengen von X. Wir
werden die beiden De-Morgan-Gesetze beweisen.

a) Sei x ∈ X beliebig.

x ∈
( ⋃

A∈A
A

)c

⇐⇒ x /∈
⋃

A∈A
A

⇐⇒ für alle A ∈ A : x /∈ A

⇐⇒ für alle A ∈ A : x ∈ Ac

⇐⇒ x ∈
⋂

A∈A
Ac.

Damit gehört jedes Element der linken Seite auch zur rechten Seite und
umgekehrt, also sind die beiden Mengen gleich.

b) Wieder sei x ∈ X beliebig.

x ∈
( ⋂

A∈A
A

)c

⇐⇒ x /∈
⋂

A∈A
A

⇐⇒ es existiert A ∈ A mit x /∈ A

⇐⇒ es existiert A ∈ A mit x ∈ Ac

⇐⇒ x ∈
⋃

A∈A
Ac.

Folglich sind beide Seiten gleich.
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Aufgabe 2. (Multiple Choice) Betrachten Sie die Menge

B =
∞⋃

n=2

[
0, 1 − 1

n

]
,

die aus einer abzählbaren Vereinigung abgeschlossener Intervalle besteht. Welche der
folgenden Aussagen sind wahr?

a) B ist eine offene Menge.

b) B ist eine abgeschlossene Menge.

c) B ist ein beschränktes Intervall.

d) B ist ein unbeschränktes Intervall.

Lösung. Wir haben

B =
∞⋃

n=2

[
0, 1 − 1

n

]
= [0, 1),

was bedeutet, dass Aussage c) wahr ist und a), b) sowie d) falsch sind.

Aufgabe 3. Sei (xn)∞
n=0 eine beschränkte Folge in R, und sei E ⊆ R die Menge der

Häufungspunkte von (xn)∞
n=0. Zeigen Sie, dass

lim sup
n→∞

xn = max(E), lim inf
n→∞

xn = min(E).

Lösung. Sei (xn)n≥0 eine beschränkte reelle Folge und sei E ⊂ R die Menge ihrer
Häufungspunkte. Es gilt

lim sup
n→∞

xn = lim
n→∞

(
sup
k≥n

xk

)
=: s, lim inf

n→∞
xn = lim

n→∞

(
inf
k≥n

xk

)
=: i.

Da (xn) beschränkt ist, sind auch die Supremums- und Infimumfolgen beschränkt,
also gilt s, i ∈ R. Nach Korollar 2.112 ist E ̸= ∅. Wir zeigen, dass E ein Maximum
und ein Minimum besitzt und dass s = max(E) und i = min(E) gilt.

Schritt 1: s ∈ E. Sei ε > 0 beliebig. Nach der Definition von s = lim supk≥n xk

existiert ein N , so dass für alle n ≥ N

sup
k≥n

xk < s + ε.

Insbesondere gilt xk < s + ε für alle hinreichend großen k.
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Außerdem folgt aus der Definition des Limes der Supremumsfolge, dass es für jedes m
ein nm gibt mit

sup
k≥nm

xk > s − 1
m .

Daher kann man km ≥ nm so wählen, dass xkm > s − 1
m gilt. Die Indizes km können

streng wachsend gewählt werden, und somit gilt

s − 1
m < xkm < s + ε für große m.

Also konvergiert xkm → s, das heißt, s ist ein Häufungspunkt und somit s ∈ E.

Schritt 2: y ∈ E =⇒ y ≤ s. Sei y ∈ E. Dann existiert eine Teilfolge xnj → y. Für
jedes n gilt supk≥n xk ≥ xnj , sobald nj ≥ n. Lässt man j → ∞ und danach n → ∞
gehen, erhält man s = limn supk≥n xk ≥ y. Damit ist jeder Häufungspunkt kleiner
oder gleich s.

Aus den Schritten 1 und 2 folgt s = max(E).

Schritt 3: i = min(E). Der Beweis verläuft analog. Mit i = limn infk≥n xk gilt
für jedes ε > 0, dass es unendlich viele k mit xk < i + ε gibt und für hinreichend
große k auch xk > i − ε. Wählt man km mit xkm < i + 1

m , so folgt xkm → i, also
i ∈ E. Ist y ∈ E mit xnj → y, so gilt infk≥n xk ≤ xnj für nj ≥ n, also folgt
i = limn infk≥n xk ≤ y. Daher ist i = min(E).

Aufgabe 4. Finden Sie ein Beispiel einer stetigen Funktion f : R → R, so dass der
Grenzwert der Folge (f(n))∞

n=0 existiert, aber der Grenzwert lim
x→∞

f(x) nicht existiert.
Interpretieren Sie dies im Hinblick auf Lemma 3.57 und die folgende Frage: Für eine
reelle Zahl A, wie übersetzt man die Aussage

lim
x→∞

f(x) = A

korrekt in eine Aussage über Konvergenz von Folgen?

Hinweis: Aufgabe 7 des Übungsblatts 5 könnte als Inspiration für ein Gegenbeispiel
dienen.

Lösung. Sei f : R → R geben durch f(x) = inf
k∈Z

|x − k|. Es ist aber f(n) = 0 und

f(n + 1
2) = 1

2 für alle n ∈ Z. Der Grenzwert lim
x→∞

f(x) existiert also nicht.

Die Korrekte Übersetzung lautet: Für eine reelle Zahl A sind die Aussagen

1. lim
x→∞

f(x) = A
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2. Für jede Folge reeller Zahlen (xn)∞
n=0 mit lim

n→∞
xn = ∞ gilt lim

n→∞
f(xn) = A

äquivalent. Der Beweis ist analog zum Beweis von Theorem 3.26 wobei wir statt
Folgen mit Grenzwerten x̄ ∈ R nun Folgen nehmen die gegen ∞ streben.

Aufgabe 5. Untersuchen Sie die punktweise und gleichmäßige Konvergenz der
folgenden Funktionenfolgen:

a) fn(x) = n
√

x, x > 0, n ≥ 1,

b) fn(x) = ex

xn , x > 0, n ≥ 1,

c) fn(x) = e−nx2
, x ∈ R, n ≥ 1,

d) fn(x) = e−nx2

n , x ∈ R, n ≥ 1.

Lösung. Wir untersuchen die punktweise und gleichmäßige Konvergenz der Funktio-
nenfolgen.

a) fn(x) = x1/n auf (0, ∞).

Für jedes feste x > 0 gilt
lim

n→∞
x1/n = 1,

also konvergiert fn punktweise gegen f ≡ 1 auf (0, ∞).

Gleichmäßige Konvergenz auf (0, ∞) liegt jedoch nicht vor. Tatsächlich gilt für jedes
feste n:

sup
x>0

|x1/n − 1| = ∞,

da x1/n → ∞ für x → ∞. Somit wird die Differenz auch für große n nicht beliebig
klein.

b) fn(x) = ex

xn
auf (0, ∞).

Betrachten wir die punktweise Konvergenz: Für 0 < x < 1 gilt xn → 0 und somit
fn(x) → +∞; für x = 1 gilt fn(1) = e; für x > 1 gilt xn → ∞ und daher fn(x) → 0.
Es existiert also kein punktweiser Grenzwert als reellwertige Funktion auf (0, ∞).
Da kein punktweiser Grenzwert existiert, kann auch keine gleichmäßige Konvergenz
vorliegen.

c) fn(x) = e−nx2 auf R.

4



d-math
Prof. Alessio Figalli

Analysis I: one Variable
Lösungen 8

ETH Zürich
HS 2025

Für jedes x ∈ R gilt

fn(x) −→ f(x) :=

1, x = 0,

0, x ̸= 0,

das heißt, der punktweise Grenzwert f ist an der Stelle x = 0 unstetig.

Es liegt keine gleichmäßige Konvergenz auf R vor:

sup
x∈R

|fn(x) − f(x)| = sup
x̸=0

e−nx2 = 1,

da e−nx2 → 1 für x → 0 gilt.

d) fn(x) = e−nx2

n
auf R.

Punktweise gilt fn(x) → 0 für jedes x. Außerdem gilt

sup
x∈R

|fn(x)| = sup
x∈R

e−nx2

n
≤ 1

n
−−−→
n→∞

0,

also konvergiert fn gleichmäßig auf ganz R gegen 0.

Aufgabe 6. Überprüfen Sie, ob die folgenden Reihen konvergieren oder gegen +∞
divergieren. Berechnen Sie den Wert der Reihen im Fall der Konvergenz.

(a)
∞∑

n=0

n

n4 + n2 + 1 (b)
∞∑

n=1

log(2n)
en

Lösung.

(a) Die Reihe konvergiert: Wir können abschätzen:

n

n4 + n2 + 1 ≤ n

n4 = 1
n3

und
∑∞

n=0
1

n3 konvergiert. Mit dem Majorantenkriterium konvergiert auch∑∞
n=0

n
n4+n2+1 .

Der Grenzwert: Wir wollen die Partialsummen berechnen. Beachte, dass der
Nenner umgeschrieben werden kann als

n4 + n2 + 1 = (n2 + 1)2 − n2 = (n2 + 1 − n)(n2 + 1 + n).
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Ausserdem ist

n

n4 + n2 + 1 = n

(n2 + 1 − n)(n2 + 1 + n) = 1/2
(n2 + 1 − n) − 1/2

(n2 + 1 + n) .

Wenn wir an = 1/2
(n2+1−n) setzen, ist

n

n4 + n2 + 1 = an − an+1

Darum ist die Partialsumme
N∑

n=0

n

n4 + n2 + 1 =
N∑

n=0
an − an+1 = a0 − aN+1 = 1

2 − 1/2
(N2 + 1 + N) .

Im Grenzwert N → ∞ bekommen wir
∞∑

n=0

n

n4 + n2 + 1 = 1
2 .

(b) Wir schreiben zuerst um:
∞∑

n=1

log(2n)
en

= log(2)
∞∑

n=1

n

en
.

Die letztere Reihe konvergiert: Der Quotient der Glieder der Folge gegeben
durch an = n

en ist
an+1
an

= n + 1
en+1

en

n
= n + 1

en
,

welcher Grenzwert 1
e < 1 hat. Nach dem Quotientenkriterium konvergiert die

Reihe
∑∞

n=1
n
en .

Der Grenzwert: Wir setzen S =
∑∞

n=1
n
en . Dann haben wir

eS =
∞∑

n=1

n

en−1 =
∞∑

n=0

n + 1
en

=
∞∑

n=0

n

en
+

∞∑
n=0

1
en

= S + 1
1 − 1

e

.

Also ist (e − 1)S = e
e−1 . Wir schliessen

∞∑
n=1

log(2n)
en

= log(2)e
(e − 1)2 .
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Aufgabe 7. Die hyperbolische Sinusfunktion und der hyperbolische Kosinus
sind durch die Potenzreihen definiert:

sinh(x) =
∞∑

k=0

x2k+1

(2k + 1)! , cosh(x) =
∞∑

k=0

x2k

(2k)! .

Beweisen Sie, dass die Identität

cosh2(x) − sinh2(x) = 1 ∀ x ∈ R

gilt.

Lösung. Nach der Potenzreihendarstellung der Exponentialfunktion gilt

ex =
∞∑

n=0

xn

n! und e−x =
∞∑

n=0

(−x)n

n! .

Teilt man jede dieser Reihen in gerade und ungerade Glieder auf, so erhält man

ex =
∞∑

k=0

x2k

(2k)! +
∞∑

k=0

x2k+1

(2k + 1)! = cosh x + sinh x,

e−x =
∞∑

k=0

x2k

(2k)! −
∞∑

k=0

x2k+1

(2k + 1)! = cosh x − sinh x.

(Diese Umformungen sind zulässig, da die Potenzreihen für alle x ∈ R absolut
konvergieren.)

Daraus folgt

cosh2 x − sinh2 x = (cosh x + sinh x)(cosh x − sinh x) = ex e−x = 1 ∀ x ∈ R.

Aufgabe 8. (Schwer) Sei f : R → R eine Funktion, die die Cauchy’sche Funktional-
gleichung erfüllt:

f(x + y) = f(x) + f(y), für alle x, y ∈ R.

a) Angenommen, f ist überall stetig und erfüllt die Cauchy-Gleichung. Zeigen Sie,
dass f(x) = ax für eine Konstante a ∈ R gilt.

Hinweis: Zeigen Sie zunächst, dass f(x) = ax für alle x ∈ Q gilt.

b) Angenommen, f ist in 0 stetig und erfüllt die Cauchy-Gleichung. Zeigen Sie,
dass f auf ganz R stetig ist.
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Lösung. Sei f : R → R eine Funktion, die die Cauchy’sche Funktionalgleichung
erfüllt: f(x + y) = f(x) + f(y) für alle x, y ∈ R.

a) Angenommen, f ist auf R stetig.

Zunächst gilt

f(0) = f(0 + 0) = f(0) + f(0) ⇒ f(0) = 0,

und für jedes n ∈ N erhalten wir

f(nx) = f(x + · · · + x︸ ︷︷ ︸
n-mal

) = f(x) + · · · + f(x)︸ ︷︷ ︸
n-mal

= n f(x).

Für n ∈ N folgt außerdem f(−x) = −f(x), da 0 = f(0) = f(x + (−x)) =
f(x) + f(−x), also gilt für n ∈ Z:

f(nx) = n f(x).

Setze a := f(1). Für jedes m ∈ Z gilt dann f(m) = m a. Falls q = m
n ∈ Q mit

n ≥ 1, so gilt

n f

(
m

n

)
= f

(
n · m

n

)
= f(m) = m a ⇒ f(q) = m

n
a = aq.

Somit gilt f(q) = aq für alle rationalen q.

Sei nun x ∈ R beliebig. Wähle eine Folge rationaler Zahlen (qk) mit qk → x.
Durch die Stetigkeit von f und die Dichtheit der rationalen Zahlen in R (Korollar
2.60) gilt

f(x) = lim
k→∞

f(qk) = lim
k→∞

a qk = a x.

Daraus folgt f(x) = ax für alle x ∈ R.

b) Angenommen, f ist in 0 stetig. Aus der Cauchy-Gleichung wissen wir bereits,
dass f(0) = 0 gilt. Sei x ∈ R und h → 0. Mit der Additivität von f folgt

f(x + h) − f(x) = f(x) + f(h) − f(x) = f(h) −−−→
h→0

f(0) = 0,

da f in 0 stetig ist. Somit gilt limh→0 f(x + h) = f(x), das heißt, f ist in x
stetig. Da x beliebig war, ist f auf ganz R stetig.
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