D-MATH Analysis |: one Variable ETH Zirich
Prof. Alessio Figalli Losungen 9 HS 2025

Grundlegende Aufgaben — versuchen Sie unbedingt, diese zu
Iosen und die Losungen zu verstehen

Exercise 1. (Wichtig)

a) Beachten Sie das Study Center, falls Sie Unterstiitzung beim Losen von Mathe-
matikaufgaben wiinschen.

b) Besuchen Sie die Webseite von Respect @ ETH Ziirich und informieren Sie sich,
was Sie tun konnen, wenn Sie Ahnliches erleben oder beobachten.

¢) Schauen Sie einige Videos auf dem Youtube-Kanal Polyquity EPFL.

Exercise 2. (Multiple Choice) Wir sagen, dass eine Funktion f : D — R bei xg ein
lokales Maximum hat, wenn es ein § > 0 gibt derart, dass

f(x) < f(zo) Vo e DN (xg— 9,20+ 0).

Welche der folgenden Aussagen sind wahr?
a) Wenn z ein lokales Maximum von f ist, dann gilt f(z¢) > f(z) fir alle z € D.

b) Ist f auf D differenzierbar und f’(xzg) = 0, so besitzt f bei o ein lokales
Maximum oder ein lokales Minimum.

c) Ist f auf D differenzierbar und besitzt f bei zy ein lokales Maximum oder
Minimum, so gilt f’(z) = 0.

d) Ist f auf D nicht differenzierbar, so kann f auf D kein lokales Maximum
besitzen.

Losung.

a) Falsch, ein lokales Maximum muss kein globales Maximum sein. Zum Beispiel
hat f(z) = 2% + 22 ein lokales Maximum bei © = —2, aber f besitzt kein
globales Maximum auf R, da es nach oben unbeschrankt ist.

b) Falsch, aus f/(zg) = 0 folgt nicht notwendigerweise, dass x( ein Extrempunkt
ist; es kann sich auch um einen Sattelpunkt handeln. Zum Beispiel ist x = 0
ein Sattelpunkt der Funktion f(z) = 3.

c) Richtig, dies ist Satz 5.27.

d) Falsch, x = 0 ist ein lokales Maximum der Funktion f(z) = —|z|.


https://studycenter.ethz.ch
https://respekt.ethz.ch/
https://www.youtube.com/channel/UCKIm2MkfTj2Q40xuf4E05Qg
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Exercise 3. (x) Berechnen Sie die Ableitung der folgenden Funktionen f; : R — R:

a) fi(z) =+v1+ 22

b) fa(z) = cos(cos x)

c) f3(x) =exp (ﬁ)

d) fa(z) =S

e) fs(z) = xS (nur definiert fiir > 0)

Losung.

8) fila) = 32y = L

b) fi(x) = —sin(cosz) - (—sinx) = sin(cos x) sin x

— 43
¢) fi(@) = exp () (i

d) fi(l‘) = em(e”tﬂg;ge);q)em = (efizl)Q

e) fi(x) = (esmelosr) = esinwlogz (SN 4 o5y ]oga) = 257 (8L 4 cosxlog ).

Exercise 4. (x) Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte mithilfe der Regel von
I"'Hopital.

: _ T _ 1 4 _ 4%
sin() — (b) lim &2~ (¢) lim =

z—0 cosx — 1 rx—2 sinmx

. 1
(d) lim 23e” (e) lim (smx) -

T——00 z—0 €T

Losung.

(a) Situation 8. Wir berechnen mit ’'Hépital’s Regel

. sin(z) —x . cos(z) — 1
lim —————— = lim - .
-0 x?sin(z) 20 2z sin(x) + 22 cos(z)

Immer noch Situation %. Wieder mit ’'Hopital’s Regel ist das derselbe Grenzwert
wie

i — sin(x)

im .
2—0 2x cos(x) + 2sin(x) + 2z cos(x) — x? sin(x)
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Immer noch Situation %. Wieder mit 'Hépital’s Regel ist das derselbe Grenzwert
wie

y —cos(x)

im .
a—0 2 cos(z) — 2sin(z) + 2 cos(x) + 2 cos(z) — 2z sin(z) — 2z sin(z) — 2 cos(x)

—1

. . . _ _l
Dieser Grenzwert ist gleich 5575 = —5

Situation %. Wir berechnen mit I’Hopital’s Regel

et —xz—1 . et —1
lim — =lim ———.
z—0 cosx — 1 z—0 —sinx — 1

Immer noch Situation %. Wieder mit 'Hépital’s Regel ist das derselbe Grenzwert

wie

. e’
lim .
z—0 — Ccos ¥

Dieser Grenzwert ist gleich —1

Situation J. Beachte, dass 47 = exp(z log(4)) ist und darum

(4%)" = (exp(zlog(4)))" = log(4) exp(x log(4)) = log(4)4".
Wir berechnen mit I’Hopital’s Regel

oxt—4 423 —log(4)4®  16(2 —log(4))
lim — = lim =
=2 SINTX T—2 T COSTTL m

Wir wollen eine % Situation kreieren und schreiben darum
3
. . X
lim z%* = lim —.
T——00 r——00 ¢~ T

Mit I’'Hopital’s Regel ist das derselbe Grenzwert wie

3 2
lim :C

z——o00 —e T

Wieder mit ’'Hopital’s Regel ist das derselbe Grenzwert wie
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Wieder mit I’Hopital’s Regel ist das derselbe Grenzwert wie

lim .
z——00 —e~ T

Also ist der Grenzwert gleich 0.

(e) Wir schreiben zuerst um

. sinx I% . 1 sin x . 1 sin x
lim = lim exp [ — log =exp | lim — log ,
z—0 T z—0 xz €T z—0 J;‘z X

weil exp stetig ist. Wir haben die Situation 8. Wir berechnen mit I’Hopital’s

Regel
1 sinx . 1 1 xzcosx—sinx . xcosx —sinx
lim — log = lim —— 3 = lim ————————
a—0 T z—0 2z SIBL x a—0 2sin(x)z

Dieser Grenzwert ist wie in Teilaufgabe (a) zu losen und ergibt —%, also ist der
urspringliche Grenzwert

I sin x z% _ 1
Ilg% - = exp )

Exercise 5. (#*) Angenommen, wir wissen, dass f auf dem Intervall [—5, 0] stetig
und differenzierbar ist, dass f(—5) = —3 gilt und dass f'(z) < 2 ist. Was ist der
groftmogliche Wert von f(0)7

Losung. Nach dem Mittelwertsatz gibt es ein ¢ € (—5,0) mit

f0) = F(=5) _
0_—(_5) = f'(c).
Da f'(x) < 2 auf [-5,0] gilt, folgt
f(o);(_?’)g —  f(0)+3<10 = f(0)<T.

Damit ist der grofStmogliche Wert 7.

Diese Schranke ist scharf, z. B. fiir
flz)=2(x+5)—-3=22+7,

wo f(=5) = =3, f'(z) =2 <2und f(0) =7 gilt.
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Weitere Aufgaben

Exercise 6. (xx) Sei D C R eine nichtleere Menge ohne isolierte Punkte, und seien
f,g € C™(D). Erklaren Sie, weshalb dann fg € C™(D) gilt, und zeigen Sie

(fg)t™) = i (Z) fEIgn=h).

k=0

Hinweis: Ziel dieser Aufgabe ist es, den Beweis von Korollar 5.11 zu formulieren. f(™
bezeichnet die n-te Ableitung von f.

Losung. Wir beweisen die Aussage per Induktion.

n = 1: Dies ergibt die klassische Produktregel (fg)) = fg'+f'g = Si_o (}g)f(k)g(lfk).

n > 1: Wir nehmen an, dass die Aussage (fg)(™ = > heo (Z)f(k)g(m_k) firm<mn
gilt und beweisen (fg)"+H = S5 (nzl)f(k)g("ﬂ_k). Wir benutzen die Linearitit
und die gewohnliche Produktregel (Fall n = 1) der Ableitung

(fg) D = (fg)™' = i: (Z) (f(’“)g(””“))/

k=0

3 (Z) £+ g1 4 09 1-00)
+

n _ " (n ]
3 <k: " 1) B glnt1=k) L $° (k) F(B) glnt1-k)
k=0

k=1

_(n D o) ey, (P e ), N [ n (k) (n+1—k)
_<o>fg g )7 ) ) ) T

k=1

Il
3 >
- o

Die gewiinschte Aussage

n+1
n n+1 n+1—
(fg) D) = § ( ( N )f(k)g( +1-Fk)

k=0

() (:)=(137)

Letztere Identitét folgt aus

n no\ n! n! _nln—k+1-k) (n+1
)T \k—1) TRl T Dk ) Wi —kr D)\ k)

folgt nun aus
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Exercise 7. (#x) Wir betrachten die Funktion

fo:R—R

x> sgn(z)x™ .

fiir jede nichtnegative ganze Zahl n € Ny.

a) Zeigen Sie, dass f,, stetig ist.
b) Zeigen Sie, dass die Ableitungen f, f,g2), vy fy(Ln) existieren.

c) Berechnen Sie fén) und schlieflen Sie daraus, dass die Inklusionen C"*1(R) C
C"(R) echt sind.

Losung.

a) Wir haben in der Vorlesung gesehen, dass z"*! auf ganz R stetig ist. Abseits
von x = 0 ist auch sgn(x) stetig, da konstant. Daraus folgt, dass abseits von
x = 0 die Funktionen f, fiir alle n € Ny stetig sind, da sie eine Kombination
von stetigen Funktionen sind.

Bei = 0 hingegen, macht sgn(x) einen Sprung da

lim sgn(z) = —-1#0=sgn(0) #1= xli%l+ sgn(z).

x—0~

Fiir n > 0, haben wir jedoch

lim f,(z) = lim sgn( )zt =0 = f£,(0)

z—0 z—0

und somit ist f,,(x) stetig fur n > 0.
b) Wir trennen wieder die Félle z # 0 und = = 0.

o Fir x # 0 ist f,,(x) das Produkt zweier differenzierbarer Funktionen und
wir kénnen die Produktregel anwenden:

fa(@) = (sen(@))a™" + sgn(a) (@) = (n+ 1) sgn(a)”

e Bei z = 0 berechnen wir die Ableitung mit der Definition:

t—0 t

n+1
i B0 sgn(t)t
t—0 t
= hm sgn(t)t"

= }g% frn—1(t).
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Dieser Grenzwert existiert und ist gleich f,,—1(0) fiir n > 1, aber er existiert
nicht fiir n = 0 (siche das Argument in Teil a)).

Wir folgern, dass fp(z) fir n > 1 differenzierbar ist, und auerdem sehen wir
durch Vergleich der Formeln, dass

fo(@) = (n+1) fu1(2).
Die Wiederholung dieser Berechnung zeigt, dass fiir 0 < k <n

(n+1)!

fqgk)(l") = m n—k

().

c¢) Fixieren Sie nun n und betrachten Sie f,,. Wir haben in Teil b) festgestellt, dass
fn n-mal differenzierbar ist und dass

(@) = (n+ 1) fo(x).

Da fo(x) geméB Teil a) stetig ist, haben wir f,,(z) € C™(R). Da wir schliellich
gesehen haben, dass fo(z) nicht stetig, also insbesondere nicht differenzierbar
ist, schlieBen wir, dass f,(z) ¢ C"T1(R).

Exercise 8. (x* %) Wir betrachten die Funktion ¢ : R — R, definiert durch

exp (—1) falls x > 0

T

YvirxeR—
0 falls x <0
Zeigen Sie, dass ¥ glatt auf R ist und dass alle ihre Ableitungen bei 0 verschwinden.

Hinweis 1: Zeigen Sie durch Induktion, dass fiir z > 0

va) =exp (1) 1 ;)

gilt, wobei f,,(z) ein Polynom ist.

Hinweis 2: Um die Ableitung bei z = 0 zu berechnen, verwenden Sie, dass die
Exponentialfunktion schneller wéchst als jedes Polynom, d.h.

n

)

lim
y—00 exp(y)

und setzen Sie x = %
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Figure 1: Graph der Funktion aus Aufgabe 8.

Losung. Fiir z < 0 gibt es nichts zu zeigen, da die Ableitung der Nullfunktion die
Nullfunktion ist. Fiir x > 0 sieht man mit Hilfe der Kettenregel, dass

- (2) . =) b om ()2

und allgemeiner folgt durch Induktion, dass

v@) =exp (1) (5) (1)

wobei f,, ein Polynom ist. In der Tat haben wir fiir n = 1 und n = 2 diese Darstellung
der Ableitung bereits bewiesen, wobei fi(t) = t? und fo(t) = t* — 2t3. Fiir den
Induktionsschritt setzen wir die Giiltigkeit von (1) fiir n € N voraus und erhalten

it (on( ()
= ()30 () v ()5 (2) 3
= exp (—i) fn+1 (i) ’

wobei das Polynom f,11 definiert ist als fo11(t) = t2(fo(t) — f4(t)).

Es bleibt zu zeigen, dass 1 auch beliebig oft in z = 0 differenzierbar ist. Dabei kdnnen
wir nicht auf unsere Ableitungsregeln zuriickgreifen, sondern miissen dies direkt mit
der Definition der Ableitung tiberpriifen. Wir behaupten, dass ¥ (0) = 0 fir alle
n € N.

Um diese Behauptung zu beweisen, zeigen wir zunéchst, dass fiir jedes Polynom f,
. 1 _
lim () /(1) = 0. (2)

Wegen der Linearitét des Grenzwertes und da ¢ (x) = 0 fiir z < 0 ist, geniigt es zu
zeigen, dass lim,_,o+ ¥ (z)z~™ = 0 fir alle n € N gilt. Wenn wir y = % setzen, ist dies

dquivalent zu
n

lim Y =0,
y—00 exp(y)
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und dies folgt aus der Ungleichung (1 + TLLH)”Jrl < exp(y) fiir alle y > 0 und n € N
(siehe Korollar 3.47).

Wir zeigen nun durch Induktion, dass ¥/ (0) = 0 fiir alle n € N. Zunichst erhalten
wir mit (2)

W0 = lim D=0 _ iy )2 o,

z—0 T z—0 xT

Wenn wir nun wissen, dass 1™ (0) = 0 fiir irgendein n € N ist, dann folgt, dass

SO (0) = fi Y@ =) V@G 20y fn< 1 ) 1o,

z—0 x—0 xz—0 xT x—0 xr)x

Dies beweist, dass 1 glatt ist und (™ (0) = 0 fiir alle n € N erfiillt.

Exercise 9. (x#x) Folgen Sie den untenstehenden Schritten, um die folgende Aussage
zu beweisen:

Sei f: (a,b) — R differenzierbar, und seien 2y < x1 Punkte in (a,b) mit f'(z¢) #
f/(x1). Zeigen Sie: Fiir jedes a zwischen f’(x¢) und f’(z1) existiert ein ¢ € (zg,x1)
mit f'(c) = a.

1. Ohne Einschriankung der Allgemeinheit sei f'(z9) < f’(x1) und fixieren Sie
a € (f'(z0), f'(z1)).

2. Betrachten Sie die Hilfsfunktion g(x) = f(x) — ax und zeigen Sie, dass g ein
Minimum in einem Punkt ¢ € [zg, 1] annimmt.

3. Zeigen Sie, dass c nicht einer der Randpunkte sein kann:

(i) Da
g(wo + h) — g(xo)
h h—0+

g (x0) = f'(x0) — o,

und f'(x0) < a, folgt ¢ # xy.
(ii) Analog, da

und f/(z1) > a, folgt ¢ # x.

4. Folgern Sie daraus, dass ¢ € (xg,z1), und verwenden Sie Proposition 5.26, um
zu zeigen, dass ¢'(c) = 0, also f'(c) = « gilt.
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Losung.

1. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit nehmen wir an, dass f/(zo) < f/(z1) gilt,
und fixieren

a € (f'(zo), f'(21))-
2. Betrachten wir die Hilfsfunktion
9(x) = f(x) — ax.

Da f auf (a,b) differenzierbar ist, ist sie stetig, und somit ist auch g stetig auf
[0, z1]. Folglich nimmt g ihr Minimum in einem Punkt

¢ € [zg,x1]
an.
3. Wir zeigen nun, dass dieses Minimum nicht an einem Randpunkt liegen kann.

(i) Angenommen zunéchst, ¢ = xg. Da g an zg ein Minimum hat, muss der
Differenzenquotient von rechts die Ungleichung

g(zo + h) — g(x0)

A >0 fiir alle hinreichend kleinen h > 0

erfiilllen. Im Limes h — 07 erhalten wir
0 < ¢ (z0) = f'(z0) — .

Nach Voraussetzung gilt jedoch f'(zg) < «, also f'(z¢) — a < 0, ein
Widerspruch. Daher ist ¢ # xg.

(ii) Analog nehmen wir an, ¢ = ;. Da g an x; ein Minimum besitzt, muss der
linksseitige Differenzenquotient die Ungleichung

g(w1) — g(x1 — h)

Y <0 fiir alle hinreichend kleinen h > 0

erfiillen. Im Limes h — 07 ergibt sich
0>g'(x1) = f'(21) — .

Da jedoch f'(x1) > « gilt, erhalten wir erneut einen Widerspruch. Also ist

c# .

10
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4. Wir haben gezeigt, dass der Minimalpunkt
¢ € (xo, 1)

liegt. Da ¢ differenzierbar ist und ein lokales Minimum im Inneren ihres
Definitionsbereichs annimmt, folgt nach Proposition 5.26/Corollary 5.27:

Schliefllich gilt

11



